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Resume. - En utilisant la tMorie des deformations finies d'un solide elastique en evolution iso
therme, on determine un modele d'equation d'etat valable pour les solides cristallins du systeme 
hexagonal et pour ceux du systeme rhomboedrique. Cette equation d'etat est obtenue en develop
pant I'energie de deformation en serie de Taylor du troisieme ordre par rapport au tenseur qui 
mesure la deformation it partir de I'etat naturel (pression P = 0, temperature T = TO). On peut 
interpreter les groupements de constantes elastiques des deuxieme et troisieme ordres qui apparaissent 
dans cette equation it I'aide des modules elastiques usuels et de leurs derivees par rapport it la pression. 
Enfin, on utilise I'equation d'etat du troisieme ordre pour calculer les courbes de compressibilite it 
temperature ambiante du magnesium, du zino et du quartz et on les compare aux courbes ex peri
mentales. 

Abstract. - Using the theory of finite deformation of an elastic solid in isothermal evolution, 
we determine an equation of state for the case of hexagonal and trigonal crystals. This equation of 
state is obtained by expanding the strain energy as a Taylor series, truncated at the third-order, in the 
tensor which measure the straip from the natural state (pressure P = 0, temperature T = TO). 
We can interpret the combinations of second and third-order elastic constants in terms of usual 
elastic moduli and of their pressure derivatives. Finally, using the third-order equation of state, 
we calculate room-temperature isotherms for magnesium, zinc and quartz, and we compare our 
results with the experimental values. 

I. Introduction. - L'etude des deformations finies 
d'un solide cristallin, assimile it un milieu continu, 
est un probleme difficile en raison du nombre impor
tant de donnees et d'inconnues qui entrent en jeu. 
L'energie potentielle de deformation fait intervenir 
au moins des termes du troisieme ordre par rapport 
aux deformations et l'expression de cette energie 
devient tres difficile it formuler si l'on n 'envisage pas 
des cristaux possMant un haut degre de symetrie. 
L'objet de ce travail est I'etude du comportement 
it haute pression des solides cristallins appartenant 
aux systemes hexagonal et rhomboMrique. Dans un 
tel cas, on sait que les transformations, dues it de 
hautes pressions, qui interviennent dans les caracte
ristiques mecaniques du solide, sont plus importantes 
que celles dues awt contraintes de cisaillement; 
Ie tenseur des contraintes peut donc etre considere 
comme un tenseur purement spherique. 

Apres quelques rappels sur la thermoelasticite 
des deformations finies d'un solide elastique et sur 
la symetrie des systemes hexagonal et rhomboedrique, 

nous avons forme une equation d'etat val able it la 
fois pour les cristaux du systeme hexagonal et du 
systeme rhomboedrique. Cette equation d'etat permet 
de determiner, pour chaque solide cristallin des deux 
systemes etudies, la courbe de compressibilite iso
therme it temperature ambiante. 

Nous avons choisi d'appliquer l'equation d'etat 
obtenue au magnesium, au zinc et au quartz, et nous 
avons compare nos resultats avec les valeurs ex peri
mentales trouvees dans la litterature. 

2. Rappel sur les equations de la thermoeIasticite. -
La tMorie classique de la thermoeIasticite non 
lineaire est un point de depart nature! pour traduire 
mathematiquement Ie comportement mecanique d'un 
solide cristallin en deformations finies. Cette theorie 
est un modele physiquement realiste [I] pour les 
deformations reversibles des cristaux soumis it de 
hautes pressions. 

Considerons un solide cristallin en compression 
hydrostatique et prenons comme configuration de 
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reference l'etat naturel du solide, qui correspond a 
une pression nulle et a une temperature absolue 
uniforme To. Soient respectivement aj et X j , l'indice 
variant de 1 a 3, les coordonnees, par rapport a un 
meme repere orthonorme, d'une particule, dans la 
configuration de reference et dans la configuration 
apres deformation definie par la pression P et par la 
temperature absolue T. 

La deformation est decrite par Ie tenseur symetrique 
de Green-Lagrange (A), de composantes 

(1) 

ou Fij = ox ) oaj sont les composantes du gradient 
de la deformation. Nous utilisons t<?ujours la conven
tion d'Einstein impliquant une sommation sur les 
indices muets repetes. 

Soit I(T, A), l'energie libre specifique, Ie premier 
principe de la thermodynamique permet d 'ecrire [1] : 

d/(T, A) = - s dT + w (2) 

ou s est l'entropie specifique et w Ie travail elementaire 
recu au cours de la deformation. 

Le second principe de la thermodynamique se 
traduit par l'inegalite : 

I 
- T q.grad T ~ ° (3) 

ou q est Ie vecteur courant de chaleur. 
On montre que [2] : 

(4) 

ou (n) est Ie tenseur symetrique de Piola-Kirchoff, 
relie au tenseur des contraintes de Cauchy (0-) par : 

(5) 

ou Vest Ie volume specifique dans la configuration 
deformee. 

On deduit alors des egalites (2) et (4) : 

1t
jj = ( O~JT (6) 

(6) represente l'equation d 'etat d'un solide cristallin 
sous sa forme la plus generale. 

On peut egalement, en utilisant I'eq. (5), exprimer 
cette equation d'etat a l'aide du tenseur de. Cauchy (1) : 

(Jij = ~ Fik Fj{ O~JT . (7) 

En compression hydrostatique, on a (Jjj = - Pf>jj ; 
par suite : 

d 'ou: 

ce qui s'ecrit encore, compte tenu de f> ii = 3 et 
f>kl + 2 Akl = Fjk Fi/ : 

(8) 

3. Etude des systemes hexagonal et rhomboedrique. 
- L'etat cristallin est caracterise par son ordre ; 
toutes les particules qui forment Ie crista! sont regu
lierement disposees, ce qui conduit a l'existence 
d 'une symetrie cristalline et par suite a des proprietes 
d 'anisotropie. 

La symetrie d 'un crista! est definie par les deplace
ments qui amenent ce crista! a cOlncider avec lui-meme. 
Le systeme hexagonal est caracterise par un axe de 
repetition d 'ordre six, et Ie systeme rhomboedrique 
par un axe de repetition d'ordre trois [3]. Dans les 
phenomenes macroscopiques, un cristal se conduit 
comme un milieu homo gene et les proprietes physi
ques macroscopiques du cristal ne dependent que des 
directions, la symetrie du cristal etant reJiee it la 
symetrie de ses proprietes physiques par Ie principe 
de Neumann [4]. 

La deformation d'un cristal ne constitue pas l'une 
de ses proprietes physiques caracteristiques, elle 
constitue la reponse du cristal a une sollicitation 
exterieure. La deformation produite par une contrainte 
mecanique ne possede donc pas necessairement la 
symetrie du crista!' Cependant, pour un cristal des 
systemes hexagonal ou rhomboedrique en compres
sion hydrostatique, l'ellipsolde associe au tenseur des 
deformations de Green-Lagrange est de revolution 
autour de l'axe de repetition [4]. 

Dans la suite, nous utiliserons toujours Ie repere 
orthonorme direct R(O, X l x2 x3) tel que (0, x3 ) 

soit dirige suivant l'axe de repetition d'ordre six dans 
Ie cas du systeme hexagonal et suivant l'axe de repeti
tion d 'ordre trois dans Ie cas du systeme rhomboMri
que. Les seules composantes non nulles dans R du 
tenseur de Green-Lagrange (A) sont alors : All, 
An = All ' A 33 · 

4. Equation d'etat au troisieme ordre pour les solides 
appartenant aux systemes hexagonal et rhomboe
drique. - Nous supposons desormais que l'evolution 
du solide cristallin est isotherme ; la temperature T 
reste constante au cours de la deformation, soit 
T = To (temperature ambiante). Dans ces conditions, 
I'energie libre I ne depend que des composantes du 
tenseur des deformations de Green-Lagrange, et il 
en est evidemment de meme des formules traduisant 
l'equation d 'etat (8). On peut alors introduire la 
fonction W(A), definie par : 

1 
W(A) = V I(To, A) 

o 
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West l'energie de deformation rapportee a l'unite 
de volume de la configuration de reference. La connais
sance de cette fonction suffit pour decrire Ie comporte
ment mecanique du solide. Les effets mecaniques et 
thermiques sont decouples, les premiers pouvant 
etre etudies independamment des seconds. D'autre 
part l'inegalite traduisant Ie second principe est 
automatiquement satisfaite. 

L'energie de deformation W(A) peut etre developpee 
en serie de Taylor autour de la configuration de 
reference so us la forme: 

Ie developpement s'arretant au troisieme ordre dans 
l'approximation oil nous nous playons. 

Le terme lineaire n'intervient pas dans ce develop
pement, car on tient compte du fait que la configura
tion de reference est une configuration d'equilibre 
pour laquel1e l'energie West minimale par rapport 
a la deformation. 

On a: 

(10) 

constantes elastiques thermodynamiques du second 
ordre dans la configuration de reference et : 

03W I 
Cijktmn = oA·. oA oA 

LJ k I mn 0 
(11) 

constantes elastiques thermodynarniques du troisieme 
ordre dans la configuration de reference. 

Pour un cristal du systeme hexagonal ou du systeme 
rhomboedrique, on a [5], en utilisant la notation 
generale de Voigt : 

C 22 = C ll ; C23 = C 13 ; 

C I22 = C lli - C222 + C ll 2 ; (12) 

C 223 = C113 ; C 233 = CI33 . 

(Le schema pour remplacer un couple d'indices par 
un seul indice est cJassique [6] : (11) --+ I ; (22) --+ 2 ; 
(33) --+3; (23) = (32) --+ 4; (31) = (13) --+ 5 ; 
(12) = (21) --+ 6.) 

Le tenseur de Green-Lagrange (A) etant diagonal , 
l'energie de deformation W a pour expression : 

W = W(O) + -t(Cll At + C 22 Ai + C33 Af) + 
+ (C12 Al A2 + C13 Al A3 + C23 A2 A3) 

+ i(CIII Af + C222 Ai + C333 AD 

+ -t(CI12 At A2 + C I13 At A3 + C22 ! Ai Al 

+ C223 Ai A3 + C331 Af Al + C332 Af A2) 

+ Cl23 Al A2 A3 . (13) 

L'equation d 'etat generale (8) s'ecrit : 

oil les trois composantes non nul1es du tenseur de 
Green-Lagrange doivent etre considerees comme 
independantes dans la derivation, la relation A I = A 2 

n'etant utilisee qu'ensuite. 

Compte tenu de (12) et (13), (14) donne I'equation 
d 'etat au troisieme ordre 

Va [ p = - 3V 2 (x + y) A I + (4 x + J + L) A 12 + 

+ 2JAf + (2y + Z)A3 + (2 Z + M + ~)Af 
+ NA1 + 2(4 y + L + M) Al A3 

en posant : 

x = Cll + C 12 ; y = C u ; Z = C33 ; 

J = 2 Clli + 3 CIl2 - C222 ; 

L = C l13 + C123 ; 

M = C133 ; N = C333 . 

(15) 

5. Relations entre les constantes physiques x, y, z, 
J, L, M, N et les modules elastiques usuels. - Les 
modules elastiques d'un solide sont definis, de mani"ere 
usuel1e, comme les coefficients qui relient les varia
tions de la contrainte aux variations de la deformation 
au voisinage d'une configuration d'equilibre que I'on 
peut prendre queIconque; ces coefficients elastiques 
sont ceux que l'on me sure experimentalement. 

Dans ce paragraphe, la position d'une particule 
du solide est notee a dans la configuration naturelle, 
x dans la configuration d'equilibre correspondant 
a la pression P et enfin x' dans la configuration deduite 
de la precedente par une petite deformation. 

Les tenseurs de Green-Lagrange (A) et (A') mesu
rent la deformation respectivement de a a x et de a 
a x', on a : 

ax· F.=-I 
I) oa

j 

ox~ 
F ' , 

ij = oa
j

' 

D'autre part, on introduit Ie tenseur des petites 
deformations (E) de composantes 

oil ui = x; - Xi . 
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Les modules elastiques isothermes sont alors definis 
par: 

(16) 

ou les derivees sont evaluees dans la configuration 
d'equilibre x. Les O';j sont les composantes du tenseur 
des contraintes dans la configuration x'. On a donc : 

(17) 

Vo et V' sont respectivement les volumes specifiques 
dans les configurations a et x'. On montre (voir 
Annexe) que: 

(l8a) 

(Vest Ie volume specifique dans la configuration x) 

(l8b) 

(l8c) 

ou toutes les derivees sont evaluees dans la configura
tion x. 

En utilisant (17) et (18) dans (16), on obtient 

Bijkl(X) = - P( - oij Okl + olj 0ik + Oil 0kj) + 
V a2 w 

+ ~FimFjnFkpFlq aA aA (19) 
mn pq 

Pest la pression hydrostatique telle que 

O'ij(X) = - PDij . 

L'expression (19) pour les modules elastiques a 
deja ete donnee dans la litterature sous diflhentes 
formes; Leibfried et Ludwig [7] (Section 4) donnent 
une formule ou Ie tenseur (F) n'intervient pas. Ceci 
resulte du fait que la configuration de reference a 
choisie correspond a une pression P non nulle et 
qu'ils ont considere seulement des petites deformations 
a partir de cette configuration. Wallace [8] obtient (19) 
sous une forme OU Ie tenseur (F) n'est pas apparent, 
ce qui est dil uniquement a une notation differente. 
Birch [9], enfin, presente des formules pour les modules 
elastiques dont toutes les precedentes sont des 
variantes. 

Les modules elastiques Bijlcl donnes par (19) sont 
teIs que: 

Bijkl = Bklij = Bjikl = ... ; 

ce qui permet d'ecrire ces modules avec la notation 
de Voigt. 

Avec l'expression (13) de I'energie de deformation W 
au troisieme ordre on a encore : 

Bijkl = - P( - oij Okl + olj 0ik + Oil Ok) + 
Vo 

+ V Filii Fjn Fkp Flq(Cmnpq + Cmnpqrs ArJ · (20) 

Dans Ie cas d 'un crista! du systeme hexagonal ou 
rhomboedrique en compression hydrostatique, les 
seules composantes non nulles du tenseur (F) dans Ie 
repere R precedemment defini sont : Fll ; F22 = Fll ; 
F33 . Par suite, en utilisant la notation de Voigt: 

Vo 4 
Bll + B12 = V Fl (x + fAl + LA3) (2la) 

Vo 2 2 
B13 = v Fl F3(Y + LAl + MA 3) + P 

(2Ib) 

Vo 4 
B33 = V F3 (Z + 2 MAl + NA 3) - P 

(21 e) 

Fl et F3 mesurent respectivement les taux d'allonge
ment orthogonalement et parallelement a I'axe de 
repetition du crista!. 

Les formules precedentes evaluees dans la configu
ration de reference s'ecrivent : 

Bfl + B?2 = x (22a) 

Bf3 = Y (22b) 

Bf3 = Z (22c) 

I'indice supeneur « 0» exprime que la quantite 
correspondante est evaluee a pression nulle. 

De fayon generale, on sait que'l'on peut relier les 
constantes elastiques du troisieme ordre aux derivees 
par rapport a la pression des modules elastiques [10]. 
En derivant (2la) par rapport a la pression, on 
obtient : 

Or on a : 

(24a) 

1 av 
K = - V ap est Ie module de compressibilite iso-

therme et aussi : 

_ 4F4 • ~ aFl = 
1 Fl ap 

= - 4(1 + 2 Al)2 Kl (24b) 

p 

I 
!II 

r 

10 

.. 

i 
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de meme, on aurait 

(24e) 

I 8FI I 8F3 . 
KI = - FI 8P et K3 = - F3 8P sont respechve-

ment les coefficients de compressibilite lineaire ortho
gonalement et parallelement a l'axe de repetition du 
crista!' 

Des egalites : 

All = t(Ffl - I) et A33 = t(F;3 - 1) , 

il resulte que : 

8AI 8All 8F ll 2 
8P = 8P = FII 8P - - FII KI -

Les egalites (26) montrent que les constantes l, L, 
M , N sont reliees aux modules elastiques BPI + BP2' 
BP3' B~3 a pression nulle et a leurs derivees par rapport 
a la pression, evaluees a pression nulle . 

6. Applications numeriques. - Nous no us propo
sons, a partir de l'equation d 'etat (15), de donner les 
variations de la pression en fonction du taux de 
compression volurnique VIVo a temperature ambiante. 

L'equation d'etat (15) fait intervenir les trois 
variables V IV 0 ' A I , A 3, liees entre elles par deux 
relations independantes. On a d'une part [2] 

det (F) = VIVo 

d'ou: . 

(27a) 

(24e) que 1'0n notera : 

Compte tenu de (24), (23) devient 

8(Bll + B 12) 
8P = (Bll + Bu)K - 4(Bll + Bu)KI -

. ~ 4 ) - V FI (l(1 + 2 AI) K I + L(1 + 2 A 3) K3 . 

(2Sa) 

En derivant (2Ib) et (2I e) par rapport a la pression, 
on obtient de meme : 

8B I3 
8P = 1 + K(B l3 - P ) - 2(KI + K3) (B 13 - P) -

Vo 2 2 ) - VFI F3(L(1 + 2A I )KI + M(1 + 2A3)K3 

(2Sb) 
et 

8B33 
8P 1+ K(B33 + P) - 4K3(B33 + P)-

~ 4 ) - --vF3(2M(1 + 2A I )KI + N(1 + 2A3)K3 . 

(2Se) 

Les formules (25) evaluees dans la configuration 
de reference donnent alors : 

lKP + LK~ = 

+ B O ) _ ( 8(Bll + Bd)O 
12 8P 

(26a) 
LKP + MK~ = 

= I + (KO - 2(KP + K~») BP3 - ( 88
B
p13)0 

(26b) 
2MK? + NKf = 

(
8B33)0 
8P . (26e) 
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(27b) 

D 'autre part, Ie tenseur des contraintes etant 
suppose spherique, on a 0' II = 0'22 = 0'33' 

Le tenseur (F) etant diagonal, l'eq. (7) entraine : 

(28a) 

(28b) 

Compte tenu de (12) et (13), les eq. (28) permettent 
de deduire, de 0' 11 = 0'33' la relation suivante entre 
Al et A3 : 

(x - 2 y) A I + (2 x + ~ - L) A f + 1 A l + 

+ (y - z) A3 + (- 2 z + ~ - ~) A; - NAj 

+ (- 2 y + L - 2M)A I A3 - 3 MAl A ; = 0 

(29a) 

ou 1'0n a utilise la notation de Voigt. Cette relation 
sera notee : 

(29b) 

L'egalite 0'11 = 0'22 se traduit par une identire en 
tenant compte de Al = A2 et des relations (12) entre 
les constantes elastiques. 

Pour chaque valeur donnee de VIVo, les eq. (27) 
et (29) constituent un systeme non lineaire permet
tant de determiner Al et A 3. Nous avons resolu ce 
systeme par la methode classique d'approximations 
successives de Newton-Raphson. Ala k-ieme iteration, 
cette methode conduit au systeme lineaire suivant, 

75 
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pour determiner les ecarts M~) = Ak + 1) - Ak) et 
M~k) = A~k+ I) _ A~k) : 

[ 
og (A (k) A (k»)] M (k) + 

OAl l' 3 I 

+ [O~3 (Alk), A~k»)J M~k) = - g(AIk), A~k») (30a) 

200 

[ 
oh (A(k) A(k»)l A.< (k) + 

OA l 1 , 3 J ilf:ll 150 

+ [O~3 (A1k),A~»)J M~k) = - h(AIk),A~k») . (30b) 

Pour chaque valeur de VIVo, on determine des 100 

valeurs de depart A 1°) et A~O) par un pro cede graphique, 
sachant que, d'apres (27a), AI°) doit appartenir 
a l'intervalle (t(Vlvo - 1) ; 0) et AO) a l'intervalle 
(t«VIVo)2 - 1) ; 0). 

Nous avons determine Al et A3 avec une precision 50 

de 10- 4
. Cette precision est obtenue des que 

I ~A1k) I ~ 10- 4 et I M~k) I ~ 10- 4
. 

En general, deux ou trois iterations son~ suffisantes 
pour obtenir ce resultat. 

L'eq. (15) permet ensuite de calculer P(VIVo) en 
reportant les valeurs de Al et de A3 obtenues par la 
methode precedente. 

P . kba r 

MAGNESIUM 

o BRIDGMAN 
* DRICKAMER 
• RICE 

_ nos risult.ts 

FIG. I. 

Nous avons confronte notre courbe de compressi
bilite th60rique avec quelques courbes de compressi
bilite experimentales. La comparaison est faite pour 
deux metaux du systeme hexagonal tres diiferents 
du point de vue de l'anisotropie : Ie magnesium (faible
ment anisotrope) et Ie zinc (fortement anisotrope) 
ainsi qu'a un corps representatif du systeme rhom
boedrique : Ie quartz. 

P. kbar 

La figure I montre, pour Ie magnesium, les valeurs 
experimentales de P(VIVo) obtenues par Bridgman [1'1] 
et Drickamer [12], ainsi que cel1es deduites de mesures 
d'ondes de choc par Rice [13]. La courbe de compres
sibilite theorique, tracee en trait plein, a ete calculee 
en utilisant les valeurs des constantes elastiques des 
deuxieme et troisieme ordres mesurees dans les 
conditions normales par Naimon [14]. La courbe 
theorique est en bon accord avec les valeurs de 
Drickamer pour les valeurs de VIVo cqmprises 
dans l'interval1e (0,8; 1) et avec les valeurs de Rice 
jusqu'a VI Vo = 0,75 ce qui correspond a une pres
sion de 150 kbar. 

200 
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100 

50 

ZINC 

I Me WHAN 

* LYNCH .t DRICKAMER 
o BRIDGMAN 

_ nos resultats 

FIG. 2. 

* 

* 

o 

VI Vo 

La figure 2 montre les resultats experimentaux 
obtenus, pour Ie zinc, par Mc Whan [15], Lynch et 
Drickamer [16] et Bridgman [17]. La courbe de 
compressibilite theorique a ete obtenue en utilisant 
les valeurs des constantes eIastiques du second ordre 
mesurees par Alers [18] et celles des constantes elas
tiques du troisieme ordre mesurees par Swartz [19]. 
Pour des compressions telles que 1 > VIVo> 0,85, 
les valeurs theoriques de la pression se situent entre 
les diverses valeurs experimentaies. 

La figure 3 montre, pour Ie quartz, les resultats 
exp6rimentaux de Mc Whan [20] et ceux obtenus a 
partir des ondes de choc par Wackerle [21]. Pour 
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FIG. 3. 

·1 

VIVo 

tracer la courbe de compressibilite theorique, nous 
avons utilise les valeurs des constantes elastiques du 
second ordre mesurees par Mc Skimin [22] et celles 
du troisieme ordre mesurees par Thurston [23]. Les 
resultats obtenus sont moins satisfaisants que pour 
les deux corps precedents. Neanmoins l'ecart entre 
les valeurs theoriques et experimentales n'excede 
pas 15 % pour VIVo = 0,85, ce qui correspond a une 
pression de I' ordre de 100 kbar. 

TABLEAU I 
Va leurs des groupements de constantes elastiques 

intervenant dans l' equation (15), deduites des resultats 
experimentaux (exprimes en 1012 dyn/cm2

) . 

Corps 
Mg 
Zn 
Si02 

x Y

1 
Z J L M N 

0,8270,2040,603 - 9,96 - 4,60 - 8,60 - 7,26 
1,8950,5200,630 - 24,30 - 5,30 - 3,50 - 7,20 
0,9320,11 1,056 - 11,23 - 2,82 - 3,12 -8, 15 

Nous avons pu egalement evaluer les compressibi
lites isothermes a pression nulle intervenant au 
paragraphe 5. Ces coefficients sont donnes par : 

Pour Ie calcul des derivees, nous a vons determine 
les valeurs de A 1(V/ VO) ' A 3(V/ VO)' P(V/Vo) au 
voisinage de VIVo = 1. Les resultats obtenus sont 
notes dans un tableau, ainsi que les valeurs experi
mentales de Naimon [14] pour Ie magnesium, de 
Alers [18] pour le zinc et .de Mc Skimin [22] pour Ie 
quartz. Nous avons note egalement les ecarts ilX 
en % entre les valeurs experimentales et theoriques 

x - X ilX = 100 exp theor 

X exp 

TABLEAU II 

Etude des coeffiCients de compressibilite isotherme (exprimes en 10- 1 3 cm2 dyn - 1) 

K P KP Kf 
Corps theor exp tl (K P) % th60r 

Mg 9,50 9,62 1,2 9,97 
Zn 1,68 1,63 - 3,1 12,79 
Si02 9,53 9,82 3,0 7,12 

Pour les trois corps etudies, l'accord entre les 
resultats theoriques et les resultats experimentaux 
peut etre considere comme satisfaisant. 

7. Conclusions. - Nous avons etudie un modele 
d'equation d'etat au troisieme ordre val able aussi 
bien pour les solides cristallins du systeme hexagonal 
que pour ceux du systeme rhomboedrique, quelle 
que soit leur nature. Pour obtenir un modele d'equa
tion d'etat plus general, il conviendrait de prendre 
en compte les eifets therrniques en choisissant comme 
etat de· reference l'etat correspondant a une pression 
et une temperature absolue nulles. II faudrait alors 
faire intervenir l'energie libre de vibration du solide 

Kf K O K O 
exp tl (Kf) % theor exp tl(KO) % 

10,06 0,89 28,97 29,3 1, 1 
13 ,93 8,2 16,15 17,2 6,1 
7,26 1,9 26,18 26,94 2,8 

et, en consequence, les coefficients de Griineisen 
lies a l'anharmonicite des vibrations du reseau cris
tallin. Neanmoins une theorie au troisieme ordre 
reste limitee puisqu'elle ne fait pas intervenir explici
tement la temperature dans l'energie libre de vibration. 
Pour cela, il est necessaire d'eifectuer Ie developpement 
au quatrieme ordre de l'energie libre (y compris 
l'energie libre de vibration) par rapport au tenseur 
des deformations. Ceci a deja fait l'objet de diiferentes 
etudes dans Ie cas des solides cristallins du systeme 
cubique (Thomsen [24], Perrin [25], Delannoy [26]) 
et nous envisageons de generaliser une theorie du 
quatrieme ordre aux solides cristallins de plus basse 
symetrie. 
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Neanrnoins, Ie modele d'equation d'etat que nous 
avons etudie ici, pennet de calculer la courbe de 
compressibilite a temperature ambiante, ce qui cons
titue deja un resultat interessant du point de vue de la 
comparaison avec l'experience. 
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ANNEXE 

On reprend les notations du paragraphe 5 

x; = Xi + ui (A. 1) 

(A.2) 

De plus, on introduit Ie tenseur antisymetrique 
de composantes : 

1 
wij = 2 (uij - uji) • (A. 3) 

De l'egalite (A. 1), on deduit les relations: 

En utilisant (A.2) et (A.3), on obtient 

1 
umn = 2 (emn + enm + Wmn - wnm ) 

et, d'apres (A.5) et (A.6) : 

(A.6) 

soit encore : 

(A.7) 

On a d'autre part: 

D 'apres (A.4), on obtient 1es relations 

Alj = ~ [(Fmi + umn Fn;) (Fmj + umn Fn) - Jij] 

Ali = 4 (Fmi Fmj - J ij) + 4 (Fmi Fnj Ullin + Fmj Fni umn) 

en neglige ant Ie terme U';I/I Fni Fnj (en petites deforma
tions I Umn I ~ 1) 

(A.8) 

En theorie des petites deformations, on a [27] : 

donc: 

V' (ax~) - = det -' = 1 + e· · 
V aXj " 

et : 

Dans la configuration d'equilibre x, on a V' V, 
d'ou : 
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